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Continuité 

Théorème des valeurs intermédiaires 

Exercice1 

Soit f la fonction définie sur l’intervalle  0 1, et à valeur dans  0 1, continue. 

1. Montrer que f admet un point fixe (c.à.d. il existe c de 0 1, tel que ( ) =f c c ) 

2. Montrer qu’il existe   ( )0,1 tel que f  =   

3. On suppose que ( ) ( )f 0 0 et f 1 1= = . 

Montrer qu’il existe 
1

0,
2

 
  

 tel que ( )
1 1

f f
2 2

 
+ −  = 
 

 

Exercice2 

Soit f une fonction de  0 2,  dans IR, continue et vérifiant ( ) ( )=f 0 f 1 . 

1. Montrer qu’il existe  c 0,2  tel que ( ) ( )f c f c 1= +  

2. Soit g une fonction de 0 1, dans IR, continue et vérifiant :  ( ) ( )g 0 g 1= .  

Montrer qu’il existe 
1

c 0,
2

 
  

tel que ( )
1

g c g c
2

 
= + 

 
 

Exercice3 

Soit f une fonction de 0 1, dans IR, continue et vérifiant ( ) ( )0 1f f . Soient p et q deux 

nombres réels strictement positifs.  

Montrer qu’il existe c de 0 1, tel que : ( )
( ) ( )pf 1 qf 0

f c
p q

+
=

+
 

Exercice4 

Soit g une fonction de  a,b  dans IR continue. Soient 1 2 3 nx ,x ,x , ,x des nombres réels de 

l’intervalle a,b . 

Montrer qu’il existe  c a,b  tel que ( )
( )

k n

k
k 1

g x

g c
n

=

==


 

Exercice5 

Montrer que l’équation : ( )
k n

k 1

cos kx 0
=

=

= admet au moins une solution dans  0,  

 



~page 2 ~ 

ETMP : 0679648508                                                                                                                                                 Prof ; TIOUAL Hassan 

Continuité 

Exercice6 

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle  a,b  

1. Supposons que :   x a,b , f(x) g(x)   . 

Montrer que :( )  ( )*m x a,b f(x) g(x) m+     +  

2. Supposons que :   x a,b , f(x) g(x)   . 

Montrer que :     ( )  ( )*m , x a,b , f(x) g(x) m ou x a,b , f(x) g(x) m+     +    +  

Exercice7 

Soient f une fonction continue sur un intervalle I.  

Montrer que :  si x I, f(x) 0    alors  ( ) ( )x I, f(x) 0 ou x I, f(x) 0        

Fonctions continues et strictement monotones 

Exercice6 

 Soit f la fonction définie sur 0,
2

 
  

par ( )
sinx

f x
1 sinx

=
+

 

1. Montrer que f est une bijection de 0,
2

 
  

 sur un intervalle J que l’on déterminera. 

2. On désigne par 1f −  la fonction réciproque f.  Calculer 1 1
f

3
−  
 
 

 et 1 1
f

1 2

−  
 

+ 
. 

Exercice7 

Soit f la fonction définie sur  0, par ( )
1 cosx

f x
1 cosx

+
=

−
 

1. Déterminer ( )
x 0
x 0

limf x
→


 

2. a) Montrer que f est continue sur  0,  

b) Etudier la monotonie de f sur  0,  

3. En déduire que f admet une fonction réciproque 1 2 3
f

2 3

−
 +
 

− 
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Continuité 

Exercice8 

I – On considère la fonction f définie par :  ( )
1 x

f x
1 x

−
=

+
 

1) Déterminer
f

D  le domaine de définition de f et 
c

D le domaine de continuité de f 

2) Montrer que f est strictement décroissante sur
f

D  

3) En déduire que f admet une fonction réciproque 1f − définie sur un intervalle J que l’on 
déterminera 

4) Expliciter 1f (x)−  pour tout x J  

II – Pour tout x 0,
4

 
  

 on pose : ( ) ( )2g x f tan x=  

1) a) Montrer que : ( )g x cos2x=  

b) Montrer que g est une bijection de 0,
4

 
  

sur un intervalle K que l’on déterminera 

2) a) Calculer : ( )1g 0−  

b) Calculer :  
( ) ( ) ( )1 1 1

x 0 x 1
x 1

g x g x g 1
lim et lim

x x 1

− − −

→ →


−

−
   

 

Exercice9 

Soit f la fonction définie par :          ( )
2

2

1 x sin si x 0
f x x

1 x x si x 0

  
+   

=  
 + + 

 

1) a) Montrer que :    ( )2 2x 0, ; 1 x f x 1 x  + −   +  

b) En déduire ( )
x
limf x
→+

 

c) Montrer que f est continue en 0 

2) Montrer que f est strictement croissante sur  0−,  

3) a) Montrer que l’équation  f x 0( ) = admet une solution unique  dans 
1

1
2

,
 
− −  

 

b) Montrer que : 
2

1

1
 = −

+
 

4) Calculer :
2x x 2

x 2

x 1 1
limf et limf

x 1 x 2→+ →


−   
   

+ −   
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Exercice10              Soit f la fonction définie par :    ( )
( )

2

x 1 cos x
si x 0

f x x

x x 1 x si x 0

+ − 


= 
 + + − 

 

1) Calculer : ( )
x
limf x
→+

 

2) a) Montrer que :   ( )
x 1

x ,0 ; f x 1
x

+
  −    

b) En déduire ( )
x
limf x
→−

 

3) Montrer que f est continue sur IR 

a) Montrer que l’équation f x 0( ) = admet une solution unique 
1

0
2

 
 −  

,  

b) En déduire que :  ( ) =− − −2sin  

 

 


